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Unendliche Worter T
Sei V ein (weiterhin endliches) Alphabet.
Vw
ist die Menge der unendlichen Woérter mit Buchstaben aus V.
w(n)
bezeichnet den n-ten Buchstaben in w und
w | (n)

das endliche Anfangstiick w(0)...w(n) von w.

Wir nennen ein Wort w € V¥ manchmal auch ein w-Wort Uber
V.

Man kann ein unendliches Wort w € V* auch als eine Funktion
w : N — V, von den natlrlichen Zahlen in das Alphabet
auffassen.
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I Operationen T

SeiK C V*undJ C V¥
@ Kv bezeichnet die Menge der unendlichen Woérter der

Form
wWi...wi... mitw; € Kflralle i

@
KJ={wiwe | wy € K, wo € J}

<]

K= {w e V¥ ]| w | (n) € K fir unendlich viele n}

Manche Autoren benutzen /im(K) anstelle von K.
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I Buchi-Automaten A\‘IT

Sei A = (S, V, sy, 0, F) ein nicht deterministischer endlicher Au-

tomat.

Fir ein w-Wort w € V*“ nennen wir eine Folge sp,...,Sn, ...
eine Berechnungsfolge (Englisch run) fir w, wenn fir alle 0 < n
gilt

Sn+1 € 6(8n, w(n))

Die von A akzeptierte w-Sprache wird definiert durch

L“(A) = {w € V¥ | es gibt eine Berechnungsfolge fur w mit
unendlich vielen Finalzustanden }

Der einzige Unterschied zwischen Buchi-Automaten und
(normalen) endlichen Automaten liegt in der

AL sAntan=Aafinitinn
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I Beispiel 1 T
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Die akzeptierte Sprache ist

{a b}*a”
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I Beispiel 2 T
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Die akzeptierte Sprache ist
(a*bta)” + (a*bta)*a*br =
ab(b+ atb)~

Biichi-Automaten

Prof. Dr. Bernhard Beckert — Formale Systeme WS 2009/2010 7/22



I Entscheidbarkeit A\‘(IT

Die Frage, ob fir einen Blchi-Automaten 5 die Menge der
akzeptierten Worter nicht leer ist, d.h.

L*(B) # 0,
ist entscheidbar.

Beweis:
Um L¥(B) # 0 zu zeigen muB3 man nur einen erreichbaren
Endzustand g € F finden, der auf einer Schleife liegt.

Wir nennen eine Menge L von w-Woértern w-regular, wenn es
einen Blchi-Automaten A gibt mit L“(A) = L.
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I Endliche und unendliche Akzeptanz AT

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

Sei A ein endlicher Automat und K = L(.A). Dann gilt
@ Lo(A)CK
@ Falls A deterministisch ist gilt sogar L“(A) = K

Beweis zu 1:

Fur w € [“(A) gibt es eine Berechnungsfolge

pw =80,81...8n...,80daB F, = {ne N | s, € F} unendlich
ist.

Firalle ne Fy qilt s, € F

=w]| (n) eK.

Also w € K.
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I Endliche und unendliche Akzeptanz AUT

Sei A ein endlicher Automat und K = L(.A). Dann gilt
@ L“(A)CK
@ Falls A deterministisch ist gilt sogar L“(A) = K

Beweis zu 2:

Firw e Kist Ry = {ne N | w | (n) € K} unendlich.

Far jedes n € Ry gibt es eine Berechungsfolge

Sn = Sn1,Sn2,---,Sn, farw | (n).

Da A deterministisch ist, ist flr jedes Paar n,me R, mitn<m
Sp Anfangsstlick von sp,.

Zusammengesetzt erhalten wir eine unendliche
Berechnungsfolge s fir w, die unendlich oft einen Endzustand
durchlauft.

Also w € [“(A).
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I Deterministische Biichi-Automaten AIT

Fir eine w-Sprache L C V¥ sind aquivalent:
m L = [“(A) fur einen deterministischen Blichi-Automaten

m es eine regulare Sprache K C V* gibt mit L = K.

Beweis:
Folgt direkt aus der Tatsache, daf3 fiir deterministische

Automaten A

—

L“(A) = L(A)

gilt (vorangeganges Lemma).
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I Der Beispielautomat Ny, AT

a
®
@ a
L (Npfin) = {w € {a, b}* | in wkommt b nur endlich oft vor}
L(Npsin) = {w € {a, b}* | w endet auf a}.

Lim(L(Npsin)) = {w € {a, b}* | in w kommt a unendlich of vor}.
Man sieht leicht, dai3 Lw(Nbﬁn) 7& le(L(Nbf,n))
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I Deterministische Biichi-Automaten IT

Es gibt Sprachen L C V¥, die von einem nicht-deterministischen
Bichi-Automaten akzeptiert werden, aber von keinem determi-
nistischen.

Beweis:
Wir wahlen V = {a, b} und

L = LY(Npsin) = {w € V¥ | w(n) = b nur fur endlich viele n}

Angenommen L = K fir eine reguldare Menge K C V*.

Es gibt ein ky > 0 mit 8 € K, da & € L.

Dann gibt es auch ein k» > 0 mit 8 ba’2 € K, weil 8 ba” € L.
So fortfahrend gibt es k; > 0 fiir alle i mit &1ba’eb ... ba" c K.
Wegen L = K folgt daraus auch ak baeb...bakib... € L

im Widerspruch zur Definition von L.
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I AbschluBeigenschaften T

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

Sind Ly, Lo w-reguldre Sprachen und ist K eine regulare
Sprache, dann ist auch

@ L, ULy w-regulér,

@ Kv w-reguldr, falls € ¢ K,
@ KL, w-regular,

@ Vv \ L w-regular,

@ LN Ly w-regular.
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| Beweis ST
Seien A; = (Q;, V, s}, 6, F;) fur i = 1,2 Blchi-Automaten und
Li = Ly (Aj).
Wir kdnnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
daB Q1N =10

Wir konstruieren einen Biichi-Automaten A = (Q, V, 8o, 9, F),
wobei sy ein neuer Zustand ist, der weder in Q; noch in Q>

vorkommt.
Q = QU@ U {So}
’(q,a) = di(q,a) falls g € Q;
5(s0,@) = 061(s),a)uUda(s?,a)
F = FRUFR

Man zeigt leicht, daB L“(A) = L1 U Lp.
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I Abgeschlossenheit unter Iteration A\KIT

Der Automaten B = (Qg, V, s8, 55, Fg) sei definiert durch:

és(q,a) = da(q,a) fallsqe Qp
os(q.e) = {s§} falls g € Fyu
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I Beispiel zur Komplementbildung AIT

Nba

a

—_—

©

b

L¥(Npg) = {w € {a, b,c}* | nach jedem a kommt ein b}

coNp,

a
-

)

{a,b,c} {a,c}
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Die Abgeschlossenheit
w-regularer Mengen
unter Komplementbildung

mul3 noch bewiesen werden.

Siehe Skriptum)
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I Zerlegungssatz T
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L C V¥ ist w-regular, genau dann, wenn L eine endliche Verei-
nigung von Mengen der Form

JK¥

far regulare Mengen J, K C V* ist, wobei ¢ ¢ K.

Beweis:
Sei A=(Q,V,sy,0, F) ein Blchi-Automat mit L“(A) = L.
Fir p,q € Q sei
Lpg={we V' [qedilp,w)}
Jedes L, ; C V* ist eine regulare Menge. AuBerdem gilt

L= U Lep.pLs .
pEF
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I Varianten von Biichi-Automaten AT

Zu jedem Buchi-Automaten C = (S, V, Sy, d, F) mit einer Men-
ge von Anfangszustanden gibt es einen Bichi-Automaten .4 mit
einem einzigen Anfangszustand und

Beweis:

Sei S; = {S1,...,Sk}.

Wir setzen C; = (S, V, s, 6, F).

Offensichtlich gilt L<(C) = X, L“(C)).

Die Existenz von A folgt jetzt aus dem Beweis der
Abgeschlossenheit w-regularer Mengen unter Vereinigung.
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I Erweiterte Biichi-Automaten AUT

Ein w-Wort w wird von dem erweiterten Buchi-Automat
A= (S, V,So,é, F1,...,Fn)

akzeptiert, wenn es eine Berechungsfolge s fur w gibt, die fur
jedes j, 1 < j < nunendlich viele Zustéande aus F; enthalt.
Also

L“(A) = {we V¥]| esgibteine Berechnungsfolge s fir w,
so daB3 fir jedes j,1 <j < n,
die Menge {i | s; € F;} unendlich ist.}
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I Erweiterte Biichi-Automaten AT

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

Zu jedem erweiterten Blchi-Automaten A, gibt es einen einfa-
chen Buchi-Automaten A mit

L*(Ae) = L*(A)
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